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WPLYW WARUNKU STANU GRANICZNEGO NA KIERUNEK
PROPAGACJI RYSY W MATERIALE SPREZYSTO-KRUCHYM

INFLUENCE OF THE LIMIT STATE CRITERION ON DIRECTION OF
THE CRACK PROPAGATION IN THE ELASTIC-BRITTLE MATERIAL

W pracy analizowany jest wphyw kilku typow warunkow zniszczenia na kierunek i ksztalt szczeliny powstatej w materiale
sprezysto-kruchym w wyniku dziatania obciqzenia Scinajqcego i rozciqgajqcego. Zastosowano Metode Elementow Skon-
czonych w analizie naprezen, oraz metode traconych elementow do modelowania propagacji szczeliny. Analizowanymi
warunkami sq warunki Hubera-Misesa, Druckera-Pragera oraz kryterium PJ[1], ktorych uzyto do opisu materiatu o cha-

rakterystyce zblizonej do betonu.

Influence of three different types of the failure conditions on the shape and direction of the crack propagation in the
elastic-brittle material is presented. Finite Elements Method and death element procedure is used to modeling and analysis
of the crack propagation. Huber-Mises, Drucker-Prager and author (PJ) failure criterion [1] are applied to the concrete-

like material.

1. Wstep

Problem powstawania i propagacji szczelin w materiatach kru-
chych, ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne, analizowany byt
réznymi metodami przez wielu badaczy w ostatnim dwudziestoleciu.
Stosowane byly zar6wno metody analityczne jak tez numeryczne
w tym Metoda Elementéw Skonczonych (MES) oraz Metoda Ele-
ment6w Brzegowych. Zgodno$¢ wynikow analizy z eksperymentem,
jaka mozna uzyskac¢ przy zastosowaniu MES oraz fatwo$¢ modelo-
wania ztozonych probleméw brzegowych przyczynita si¢ do popu-
larnosci tej metody zaréwno wérdd badaczy jak i inzynieréw zajmu-
jacych sig praktycznym projektowaniem.

Ksztalt i ggsto$¢ siatki elementéw skonczonych stosowanych
w analizie propagacji szczelin ma znaczny wplyw na jako$¢ rozwia-
zania jak i na otrzymywane z obliczen wartosci obciazen krytycz-
nych. W precyzyjnych analizach stosuje si¢ zmienna gestos¢ siatki
wraz z prognozowaniem kierunku propagacji szczeliny, co znacznie
utrudnia i komplikuje obliczenia. Metoda ze zmienna siatka stoso-
wana byla z powodzeniem w analizie szczeliny powstajacej w czasie
skrawania skat, ktore byly przedmiotem wczesniejszych prac [2, 3]
z udziatem autora. Istnieje tez prosta, bardzo wydajna metoda anali-
zy szczelin polegajaca na usuwaniu w kazdym kroku obliczen jedne-
go elementu, w ktorym obserwujemy najwigksza warto$¢ wytgzenia.
Metoda ta nosi nazw¢ metody elementéw traconych. Metoda ta ana-
lizowano propagacj¢ szczeliny w $cinanej probce CT w pracy Nie-
zgodzinskiego, Kubika i Mlotkowskiego [4]. Wada tej metody jest
wymog uzycia w obliczeniach modelu MES ze znacznie ggstsza siat-
ka elementow niz w metodach ze zmienng siatka.

W prezentowanej pracy zastosowano metodg traconych elemen-
tow w analizie zadania o charakterze zblizonym do zagadnien wystg-
pujacych w mechanice skrawania skal oraz w mechanice betonu.
Przedmiotem analizy jest wptyw warunku stanu granicznego na kie-
runek propagacji rysy oraz wartosci obciazen krytycznych wywotu-
jacych propagacje szczeliny.

2. Warunki stanu granicznego

Do analizy wybrano trzy warunki stanu granicznego:
® warunek PJ, zaproponowany przez autora [1] , ktory zaktada za-
lezno$¢ wytezenia materiatu od trzech niezmiennikow tensora na-
prezenia,
¢ warunek Druckera-Pragera, w ktorym wytezenie zalezy od dwoch
niezmiennikoéw (/,, J,) tensora naprezenia,

¢ warunek Hubera-Misesa, w ktorym miara wytgzenia jest warto$¢
drugiego niezmiennika (J,), dewiatora naprezenia.

2.1. Warunek PJ

Warunek PJ zostat zaproponowany w formie wyrazajacej zalez-
no$¢ trzech alternatywnych niezmiennikéw (4, 6, J) tensora napre-
zenia:

GO_C0+C1P(J)T0+C2T§=O ()
P(d)= cos(%arccoia\])— B)

jest funkcja okreslajaca ksztatt przekroju powierzchni granicznej,

3/33
JO=%I1, Tozyl%‘]zy‘]_ 3

- 3/2
2735
]1 - jest pierwszym niezmiennikiem tensora napr¢zenia, Jz, J3 - nie-

gdzie:

zmiennikami dewiatora naprezenia, o, 8, Cy, C;, C, - statymi zalez-
nymi od materiatu.

Szczegdlnymi przypadkami warunku (1) sa klasyczne kryteria
Hubera-Misesa, Tresca’i, Coulomba-Mohra, Druckera-Pragera oraz
inne [5].

State wystepujace w rownaniu (1) okresli¢ mozna na podstawie
takich cech materiatu jak wytrzymato$¢ na $ciskanie f, , wytrzymato$¢
na rozciaganie f w jednoosiowych stanach naprezenia, wytrzymatos¢
na $ciskanie f, oraz f, w ptaskim stanie napr¢zenia przy 0,/0, row-
nym odpowiednio 1/1 oraz 2/1. Piata wartoscia niezb¢dna do wyzna-
czenia stalych moze by¢ wytrzymato$¢ na rozciaganie w stanie trjo-
siowym 0 /0,/0, =1/1/1, f, ktora zgodnie z hipoteza R. M.
Haythornthwaite’a (tension cutoff) przyjmujemy réwna f; . Materiat
o wlasciwosciach zblizonych do betonu mozna opisa¢ przyjmujac sta-

e f=11F1, f,=125f. .
2.2. Warunek Druckera — Pragera

Korzystajac z oznaczen zastosowanych w rownaniu (1) warunek
Druckera — Pragera zapiszemy nast¢pujaco:

0, =Gy +C1, =0 2
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Dwie state wystepujace w tym rownaniu wyliczamy na podsta-
wie zadanych warto$ci £, oraz f; .
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Rys. 1. Krzywe graniczne w plaskim stanie naprezenia

2.3. Warunek Hubera — Misesa

Kryterium zaproponowane przez T. Hubera i R. von Misesa mozna
réwniez otrzymac przez uproszczenie rownania (1):

17,-C, =0 3)
Stata C, dobierzemy tak, aby materiat wykazywat zgodna z eks-
perymentem wytrzymato$¢ na rozciaganie, f;.
Krzywe graniczne w plaskim stanie naprezenia wyznaczone na
podstawie (1) dla wymienionych warunkow pokazano na rys. 1.

3. Parametry modelu i metoda analizy

Parametry geometryczne modelu, ktory bedzie przedmiotem ana-
lizy podane zostaty na rys. 2. Charakterystyki materiatowe odpowia-
daja betonowi o wytrzymato$ci na $ciskanie f=20MPa, f, =22MPa,
Jo=25MPa, oraz wytrzymato$ci na rozciaganie f=2MPa. Modut Youn-
ga E=32.4GPa, wspotczynnik Poissona v=0,167.

Przyjgto nastgpujace warunki brzegowe:

z=-1 - u=0,
y=20 - uy=0,
y=1 = a=p,

v

o 2m lz 1m

0.5m

4
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Rys. 2. Parametry geometryczne modelu. Siatka 2079 weztow

gdzie p oznacza state napr¢zenia rozciagajac. Pozostale brzegi sa
wolne od naprezen.

Przyjeto nastgpujaca procedurg analizy procesu pgkania:

. wyznaczenie naprezen od jednostkowego obciazenia p;

2. wyszukanie elementu modelu, w ktorym warto$¢ wytgzenia
wg przyjetego kryterium osiaga warto$¢ najwigksza;

3. wyznaczenie warto$ci obciazenia p, przy ktorej spelnione wytg-
zenie w wybranym elemencie osiaga warto$¢ krytyczna;

4. usunigcie wybranego elementu.

—_

Po zakoniczeniu tego cyklu nastgpuje powr6t do etapu 1. Analize
przerywa sig po przebiegu zadanej liczby krokow lub w przypadku
zniszczenia modelu. Zarejestrowane wartosci obciazenia krytyczne-
g0 wraz z przemieszczeniem wybranego punktu modelu zapisywane
sa do dalszej analizy.

Obliczenia przeprowadzono przy uzyciu modutu SSAPO syste-
mu Algor oraz wlasnego oprogramowania, ktorego zadaniem byto
sprawdzanie wytgzenia, usuwanie ,,zniszczonych” elementow reje-
stracja wartosci obcigzen krytycznych.

4. Analiza propagacji rys

Z wielu analiz propagacji rysy przy zmieniajacych sig¢ kryteriach
zniszczenia oraz roznych gestosciach siatek elementéw zaprezento-
wane zostang cztery wybrane przyktady:

® kryterium PJ, siatka 1844 weztow,

® kryterium PJ, siatka 2079 weztow,

® kryterium Druckera-Pragera, siatka 2079 weztow,
® kryterium Hubera-Misesa, siatka 2079 weztow.

Wyniki analiz w postaci map naprgzen na siatkach z usunigtymi
w trakcie obliczen elementami przedstawiaja rysunki: 3, 4. Wykresy
ukazane na rysunkach 5, 6 obrazuja zmiang obcigzenia krytycznego
w trakcie propagacji rysy.

Na osiach tych wystgpuja bezwymiarowe warto$ci obciazen i prze-
mieszczen odniesione do wartosci umownych P, U, okreslonych
naste¢pujaco:

P, = f, 1m*— jest nominalng wytrzymato$cia na rozciaganie modelu,
U,=1m f /E-jestumownym przemieszczeniem brzegu obciazo-
nego.

a)

Rys. 3. Ksztalt rysy oraz maksymalne naprezenia gtowne, kryterium
PJ, a - model 1849 wezitow, 30 krok obliczen, b—model 2079
weztow, 35 krok obliczen,

Rys. 4. Ksztalt rysy oraz naprezenia, model 2079 weztow, a —kryte-
rium Druckera-Pragera, 35krok obliczen, maksymalne na-
prezenia gtowne, b — kryterium Hubera-Misesa, 15 krok obli-
czen, naprezenia zredukowane
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Poréwnujac prezentowane wyniki obliczen mozna stwierdzi¢, ze
zarowno ksztalt rysy jak i wartoéci obciazen krytycznych obserwo-
wane w przypadku kryterium JP oraz Druckera-Pragera sa bardzo
zblizone. Jest to wynikiem poréwnywalnych oszacowan obciazen
krytycznych w obszarze naprg¢zen Scinajacych (por. rys. 1). Kryte-
rium Hubera-Misea daje wyniki znacznie rézniace si¢ od dwoch po-
zostatych. Ksztalt strefy zniszczenia (rys. 4) jest wynikiem przekro-
czenia dopuszczalnych wytgzen w obszarze naprgzen $ciskajacych,
gdzie dwa pozostate kryteria wykazuja duze zapasy wartosci dopusz-
czalnych.

Krytyczne warto$ci obciazen sa wyraznie zalezne od ggstosci
i przebiegu siatki elementéw (rys. 5). Mniej gesta siatka powoduje
wzrost wartosci sit krytycznych, co szczegolnie zaznacza si¢ w punk-
tach przejscia rysy z obszaru o ggstszej siatce do obszaru rzadziej
zdyskretyzowanego (krok nr 35 na wykresie 5b i 6a).

5. Whioski

Analiza przeprowadzona w pracy wykazuje widoczng zalezno$¢
rodzaju zastosowanego kryterium stanu granicznego na ksztatt i kie-
runek propagacji rys w materiale kruchym. Analogiczne wyniki ob-
serwowane byly przez autoréw pracy [4] dla innego materiatu (epi-
dian). Probke CT z epidianu poddano testom laboratoryjnym oraz
przeprowadzono numeryczna symulacj¢ proby Scinania przy uzyciu
MES z zastosowaniem warunkéw Hubera-Misesa oraz Burzynskie-
go (analogiczny do warunku Druckera-Pragera).

Problemy analizy szczelin, w ktérych dominuja obszary naprg-
zen $cinajacych i plaskie stany naprezenia moga by¢ rozwiazywane
dostatecznie doktadnie przy uzyciu uproszczonego kryterium Druke-
ra-Pragera zamiast precyzyjnych kryteriow zaleznych od trzech nie-
zmiennikow tensora naprezenia. Wydaje sig, ze w obszarach duzych
ci$nien rozbiezno$¢ wynikow dla oby typow kryteriow bytaby znacz-
na.

Na wartosci obcigzen krytycznych wyliczanych metoda elemen-
tow traconych duzy wptyw ma gestos$¢ siatki dyskretyzacyjne;.
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Rys. 5. Obciqzenie niszczqce, kryterium PJ, a - model 1849 weztow,
b - model 2079 weztow. Numery wierzchotkow tamanej ozna-
czajq kolejne kroki obliczen
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Rys. 6. Obciqzenie niszczqce, model 2079 weztow, a- kryterium Druc-
kera-Pragera, b- kryterium Hubera-Misesa. Numery wierz-
chotkow tamanej oznaczajq kolejne kroki obliczen
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