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POROWNANIE WYBRANYCH SCHEMATOW ROZNICO-
WYCH NA PRZYKLADZIE ROWNANIA x=t+2x

SELECTED DIFFERENTIAL SCHEMES COMPARISON BY
MEANS OF THE EQUATION x=t+2x

W artykule przedstawiono niektore metody numerycznego rozwiqzywania rownan rozniczko-
wych zwyczajnych na wybranym przykladzie. Dokonano proby porownania uzytych schematow
numerycznych pod wzgledem dokladnosci i kosztu obliczen.
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The article presents selected methods of numerical solving of ordinary differential equations.
An attempt has been made to compare applied differential schemes in respect of their precision

and their cost of computations.
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1. Wstep

Budowa modeli matematycznych opisujacych
zjawiska w roznych dziedzinach wiedzy wiaze si¢
najczesciej z konieczno$cia wykorzystania rownan
rozniczkowych. Réwnania rézniczkowe bardzo
rzadko daja si¢ rozwigza¢ metodami analitycznymi.
Zdarza si¢ to prawie wytacznie w przyktadach spe-
cjalnie dobranych do celow dydaktycznych. Istniejg
jednak metody rozwiagzywania rOwnan ré6zniczkowych
za pomoca schematdw roznicowych, ktore najczgsciej
s stosowane w modelach numerycznych. Schematy
réznicowe roznia si¢ pomigdzy soba doktadnoscia
i ,,kosztem” obliczen, przektadajacym si¢ na czas
obliczen.

2. Obliczenia wybranymi schematami rézni-
cowymi

Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu mozna
zapisaé w postaci x = f(t,x ), gdzie ¢ jest zmienng
niezalezng (najczesciej czas), natomiast x = x(?). Za
pomoca schematéow roznicowych mozna znalezé

przyblizone rozwiazanie rownania rézniczkowego
w poszczegdlnych ,,chwilach” ¢, oddalonych od sie-
bie o zalozony krok catkowania 4. Rozwiazanie ma
postac ciagu par liczb (¢, x,), gdzie k oznacza kolejne
liczby catkowite. Pierwsza para dana jest w postaci
warunku poczatkowego x(z,) = x,,.

Formalny rzad schematu okresla si¢ na podstawie
wzoru Taylora, bedacego rozwinigciem wyrazenia
x(t + h). Jest rowny rzgdowi najwyzszych uwzgled-
nionych w schemacie wyrazéw. Im wyzszy rzad
schematu, tym wigksza doktadno$é¢ obliczen.

Wybor kroku catkowania w istotny sposob wptywa
na doktadnos¢ rozwigzania, gdyz jest ono zbiezne do
rozwiazania doktadnego przy 4~—0. W zwiazku z tym,
obliczenia kazdym z rozpatrywanych schematoéw
przeprowadzono z jednakowym krokiem / = 0,2. Jako
warunek poczatkowy przyjeto x(1) = 1. Catkowanie
przeprowadzono w granicach 1 do 5.

Obliczenia przeprowadzono za pomocg programu
komputerowego napisanego w jezyku C++. W tekscie
znajdujq si¢ fragmenty kodu bgdace numeryczna
realizacja rozpatrywanych schematow.
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2.1. Otwarty schemat Eulera

Otwarty schemat Eulera wyraza si¢ wzorem:

Xpys =X +hf (1)

gdzie: f, oznacza warto$¢ funkcji podcatkowej
w punkcie (x, ).

Do obliczenia przyktadowego réwnania sche-
matem Eulera postuzyly w programie ponizsze
funkcje:

float f(float t, float x){
return(t + 2.0 * x);

}

/******************************************************/

float euler(float t, float x, float h){
return(x + h * f{t, x));

2.2. Otwarty schemat Taylora

Otwarty schemat Taylora dany jest wyrazeniem:
2 2
Xpr = X +hfy +7’t,k +7/x,kfk )

gdzief,,, /. , oznaczaja odpowiednio wartosci pochod-
nych £, oraz f, funkcji podcatkowej w punkcie (x,, 7).
Rzad schematu Taylora wynosi 2, poniewaz w rozwi-
nigciu Taylora uwzglednia wyrazy rzedu h.
Schemat zostal ujety w nastgpujacym fragmencie
programu:

float f(float t, float x){
return(t + 2.0 * x);

}
float ft(float t, float x){
return(1.0);

float fx(float t, float x){
return(2.0);

}

float taylor(float t, float x, float h){
return(x + h *f(t, x) +h *h /2.0

*(ft(t, x) + fx(t, x) * f(t, x)));
}

2.3. Zamkniety schemat, zwany schematem tra-
pezow

Schemat jest dany nastgpujacym wzorem:

Xpyg :xk+%(fk+fk+1) Q)

Nazwa wynika z faktu, iz w kolejnym kroku
obliczen do wartosci x, dodawane jest pole wycinka
powierzchni znajdujacej si¢ pod wykresem funkcji
podcatkowej, w ksztalcie trapezu o wysokosci row-
nej .

W programie, schemat realizowany jest za pomoca
ponizszych funkcji:

float f(float t, float x){
return(t + 2.0 * x);

}

/******************************************************I

float trapez(float t, float x, float h){
return((x + h /2.0 * (f(t, x) + t + h)) / (1.0 - h));
}

Czteropoziomowy, otwarty schemat Rungego-
Kutty

W celu poréwnania, wybrano jeden z najpopu-
larniejszych otwartych, 4-poziomowych schematow
Rungego-Kutty, dany wzorami:

T, 7 +§(K1+2K2+2K3+K4) 4)
K;=f(ty,x;)

h h
K, =f(t,+—=,x, +=K
2= 1(% 2xk 5 1)

h h
K;,=/f(t, +—,x, +—K
3= (1 PR 2)
Ky=f(t,+hx, +hK;3)

Schemat jest 4-tego rzedu, wigc w rozwinigciu
Taylora uwzglednia wyrazy do 4.

Zostal zrealizowany w nastgpujacym fragmencie
programu:

float f(float t, float x){
return(t + 2.0 * x);

}

/ /
float runkut(float t, float x, float h){

float k1, k2, k3, k4;

k1 =A(t, x);

k2=f((t+h/2.0),(x+h/2.0*k1);
k3=f((t+h/2.0), (x+h/2.0*k2);

k4 =f((t +h), (x + h*k3));

return(x + h /6.0 * (k1 + 2.0 * k2 + 2.0 * k3 + kd));
}
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3. Obliczenia metoda ze zmiennym krokiem

Obliczenia metoda ze zmiennym krokiem prze-
prowadzono za pomoca nastgpujacego algorytmu
calkowania:

1. Dane sa trzy wartosci {¢, x,, h,}, gdzie (¢, x,) jest

punktem na przyblizonej krzywej catkowej, a 4,

krokiem catkowania.

2.Przy uzyciu wybranego schematu réznicowego,
wyznaczane sg wartosci x,_, ix,, ,, catkujac dwu-
krotnie z krokiem /4, z punktu (¢, x,) oraz wartos¢
o, ,, catkujac z krokiem 2/,

3. Wykorzystuja wartosci @
jest wyrazenie:

o EehAT=t)

) ‘(Dk+1 _xk+1‘/(2p -1)

i X4, 1 B, Obliczane

1/(p+1)

)

gdzie:Eg —zalozona doktadnos$¢ obliczen, p —rzad
schematu, 7— gdérna granica catkowania.

Wyznaczana jest nowa wartos¢ kroku: /2, = cyh,,
gdzie ¢ jest to wspdtczynnik majacy na celu
ograniczenie zbyt czgstych zmian dtugosci kro-
ku. Zwykle przyjmuje si¢ ¢=0,8 z dodatkowym
ograniczeniem 0,2h < hl < 5h,,

4.3eslih, <h,,

|xk+1—(x)k+1| <K h . zh=h, (6

2P ] £T—t,

to sprawdzany jest warunek:

Jesli jest spe%mony, to wartosci x, , X, , sa ak-
ceptowane jako rozwiazanie i obliczenia sg kon-
tynuowape od punkt}l 1) z Wan0§c1am1 U X, >
h,}. Jesli warunek nie jest spetniony, to wartosci
x,,,ix ,,saodrzucane i .obh.czema sa powtarzane
od punktu 1)z wartosgaml. {t.x, h}.
5. J eslih, > }.10, towartoscix, ,ix, ,sa akceptowane
jako rozwiazanie, a obliczenia sg kontynuowane

od punktu 1) z wartosciami {¢,,, x,,,, /,}.

Ze wzgledu na duzg objetosé nie zamieszczono
w artykule kodu realizujacego w programie powyzsza
metodg.

Wyjsciowy krok obliczen przyjgto A, = 0,2.
Obliczenia przeprowadzono stosujac w punkcie 2)
wszystkie z poprzednio rozpatrywanych schematow
numerycznych.

W metodzie ze zmiennym krokiem, bad obliczen
E, jest zaktadany przed wykonaniem obliczen. Do
obliczenia konkretnych wartosci zmiennej x w kazdym
obiegu petli programu, wykorzystywany jest przyjety
schemat r6znicowy. Algorytm dostosowuje dlugosé
kroku obliczen tak, aby przy zastosowaniu konkret-
nego schematu uzyska¢ warto$¢ obliczanej zmienne;j
z btedem mniejszym lub réwnym od zatozonego.

Zatem za pomocg tej metody mozna porownywacé ze
soba poszczegolne schematy rdéznicowe, a za miarg
ich oceny przyjac:

a) liczbe wykonanych krokéw w metodzie,

b) wielkos¢ zatozonego btedu wynikow.

Wigksza liczba krokéw wykonana przez program
$wiadczy o mniejszej doktadnosci zastosowanego
schematu réznicowego.

4. Analiza wynikow

4.1. Wyniki obliczen uzyskane za pomoc3g sche-
matéw Eulera, Tayloara, trapezéw i Runge-
go-Kutty

Wyniki poréwnano z doktadnym rozwigzaniem,
danym réwnaniem:
1,1 7"
xt)=-1i- 1,7 ()
2 4 4e
Wyniki otrzymane w obliczeniach za pomoca
pierwszych czterech schematow zamieszczono
w tab. 1. Otrzymane wyniki ilustruje wykres za-
mieszczony narys. 1.

4.2. Poréwnanie rozpatrywanych schematow
w obliczeniach metoda ze zmiennym Kkro-
kiem

Postugujac si¢ w metodzie ze zmiennym kro-
kiem schematem Taylora 2-go rzedu, do osiagnigcia
wynikéw z zalozonym bigdem 10-3, potrzebne byto
wykonanie 810 krokow.

Wykorzystujac w metodzie zamknigty schemat tra-
pezow, do uzyskania tej samej doktadnosci wynikow,
wystarczyto 597 krokéw obliczen.

Przy zastosowaniu w metodzie 4-poziomowego
schematu réznicowego Rungego-Kutty, do uzyska-
nia wynikéw z bledem tego samego rze¢du, program
wykonat zaledwie 28 krokow.

Stosujac w metodzie schemat Eulera, dopuszczono
10-krotnie wigkszy blad obliczen. Wykonano 150 000
krokow, co wystarczyto na uzyskanie wynikow je-
dynie do warto$ci zmiennej niezaleznej ¢ = 2,86757.
Wraz ze wzrostem wartosci zmiennej niezaleznej ¢,
bardzo silnie malata dtugos¢ kroku h i po wykonaniu
ok. 3000 krokow byta ona rzg¢du 3x10-7.

5. Whnioski

Najmniejszym kosztem obliczen sposrdd rozpa-
trywanych metod charakteryzuje si¢ otwarty schemat
Eulera. Jednak otrzymane wyniki, przy zatozonym
kroku obliczen, bardzo odbiegaja od doktadnego
rozwiazania. Wigksza doktadno$é wynikéw mozna

10 EkspLoaTACJA | NIEZAWODNOSCE NR 2/2005




NAUKA | TECHNIKA

Tab. 1. Wyniki obliczen rozwiazania rownania za pomocg poszczegolnych schematéw réznicowych
Tab. 1. Results of solving computations of the equation by means of individual differential schemes
x X -wyznaczone metoda:
t rozwigzanie
doktadne Eulera Taylora trapezéw Rungego-Kutty
1,0 1,0 1 1 1 1
1,2 1,8 2 2 2 2
1,4 2,9 2 3 3 3
1,6 4,8 4 5 5 5
1,8 7,5 6 7 8 8
2,0 11,7 8 11 12 12
2,2 17,9 12 17 19 18
2,4 27,3 17 26 28 27
2,6 41,4 24 39 43 41
2,8 62,4 35 58 66 62
3,0 93,8 49 86 99 94
3,2 140,7 69 129 150 141
3,4 210,7 97 191 225 211
3,6 315,2 137 284 339 315
3,8 471,1 192 421 509 471
4,0 703,8 270 624 764 703
4,2 1050,9 379 925 1147 1050
4.4 1568,8 531 1370 1722 1567
4,6 2341,5 744 2029 2584 2339
4,8 34942 1043 3004 3877 3490
5,0 5213,9 1461 4446 5816 5208
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5000 /i:l
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4000 = Rungego-kutt ]
3500 Taylora —
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1500 /
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00 __________‘__,_...-//
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Rys. 1. Wykres przedstawiajqcy rozwiqzanie rownania za pomocq poszczegolnych schematow roznicowych
Fig. 1. Graph showing a solution of the equation by means of individual differential schemes
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uzyskac stosujac mniejszy krok obliczen, jednak przy-
jecie nawet skrajnie matego kroku w kilku tysiacach
cykli obliczen, nie zblizyto zadawalajaco rozwigzania
tym schematem do rozwiazania doktadnego.

W otwartym schemacie Taylora uwzgledniane sa
wyrazy rzedu A’ w rozwinigciu Taylora. Przyczynia
si¢ to do znacznie wigkszej doktadnosci obliczen. Ko-
nieczne staje si¢ jednak obliczenie dwdch pochodnych
czastkowych rownania w kazdym kroku obliczen, co
zwigksza koszt obliczen numerycznych.

Jeszcze blizszy doktadnemu rozwigzaniu jest za-
mknigty schemat zwany schematem trapezow. Jednak
jego zastosowanie wymaga rozwigzania rownania,
w ktorym obliczana warto$¢ w danym kroku obliczen,
znajduje si¢ po obu stronach znaku réwnosci. Jest to
szczegolnie klopotliwe przy rozwigzywaniu rownan
nieliniowych, gdyz obliczenia w kazdym kroku trzeba
wykonywac ,,metoda kolejnych przyblizen”. W przy-
padku rozpatrywanego, przyktadowego rownania roz-
niczkowego, mozliwe byto wyrugowanie obliczanej

zmiennej x,, , dzigki czemu koszt obliczeniowy tego
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