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STATYSTYCZNA ANALIZA TOLERANCJI

STATISTICAL ANALYSIS OF TOLERANCE

W artykule omówiono podstawowy tolerowania wymiarów czê�ci maszyn oraz zasady staty-
stycznej analizy tolerancji wymiarów. W statystycznej analizie tolerancji uwzglêdniono podsta-
wowe parametry okre�laj¹ce stabilno�æ procesu technologicznego. Do tych parametrów zaliczono
odchylenie od symetrii i koncentracjê. Analizê statystyczn¹ tolerancji przeprowadzono dla piê-
ciu przypadków niestabilno�ci procesu, wyznaczaj¹c tolerancjê zaobserwowan¹  oraz prawdo-
podobieñstwo wst¹pienia b³êdu I-go rodzaju dla okre�lonej tolerancji konstrukcyjnej.

The paper indicates the grounds for tolerating machine elements' dimensions as well as presents
principles of statistical analysis of dimensional tolerance. Statistical analysis of tolerance
comprises basic parameters defining stability of technological process such as deviation from
the symmetry and concentration. The analysis was carried out for 5 cases of process instability,
indicating real tolerance and probability of occurring type 1 error for a specified structural
tolerance.

1. Wstêp

Prawid³owo�æ wspó³pracy elementów maszyn,
w du¿ym stopniu zale¿y od w³a�ciwo�ci geometrycz-
nych powierzchni wspó³pracuj¹cych. Do w³a�ciwo-
�ci tych mo¿na zaliczyæ:
- wymiary okre�laj¹ce po³o¿enie powierzchni,
- kszta³ty elementarnych bry³ geometrycznych,
- po³o¿enie wzajemne elementarnych bry³ geome-

trycznych,
- strukturê geometryczn¹ powierzchni.

Wymienione w³a�ciwo�ci geometryczne po-
wierzchni warstwy wierzchniej winny byæ uzyskane
w procesie technologicznym obróbki danego elemen-
tu. Procesy technologiczne charakteryzuj¹ siê okre-
�lon¹ dok³adno�ci¹, dlatego w rzeczywisto�ci okre-
�lone w³a�ciwo�ci geometryczne uzyskuje siê
z pewnym przybli¿eniem do za³o¿onych.

Z uwagi na skoñczon¹ dok³adno�æ procesów tech-
nologicznych, wprowadzono w technice warto�ci to-
lerowane, a w budowie maszyn w odniesieniu do w³a-
�ciwo�ci geometrycznych powierzchni - tolerancjê
okre�laj¹c¹ dok³adno�æ wykonania:
- wymiaru,
- kszta³tu,
- po³o¿enia,
- g³adko�ci powierzchni (chropowato�æ).

1. Introduction

The correct co-operation between machine ele-
ments seems to be greatly dependant on geometrical
features of mating surfaces. Such features include:
- dimensions determining position of the surface,
- shapes of elementary geometrical solids,
- reciprocal position of elementary geometrical so-

lids,
- geometrical structure of the surface.

All those geometrical features of the upper sur-
face layer should be obtained during the technologi-
cal process aimed at treating the element. Technologi-
cal processes are characterised by a definite accuracy,
and so the values of some geometrical features gained
in reality are to some extent approximate to those that
have been assumed.

Considering the limited accuracy of technological
process, it has been decided to introduce tolerable
values into technology, whereas mechanical engineer-
ing approves tolerance (in relation to geometrical fea-
tures of the surface) determining measuring accuracy
of:
- dimension,
- shape,
- position,
- surface smoothness (roughness).
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2. Tolerancja warto�ci

Warto�æ tolerowana charakteryzuje siê tym, ¿e
dopuszcza w procesie technologicznym pewne grani-
ce odchyleñ warto�ci rzeczywistej od warto�ci nomi-
nalnej. Granice te stanowi¹ dwie warto�ci, tzw. górna
warto�æ graniczna (górny wymiar graniczny) B i dol-
na A. Tolerancja T jest ró¿nic¹ tych warto�ci:

T = B - A (1)

Warto�ci graniczne s¹ zwi¹zane z warto�ci¹ no-
minaln¹ N odchy³kami granicznymi tzw. górn¹ od-
chy³k¹ ES(es) i doln¹ odchy³k¹ EI(ei) odpowiednio:

(2)

( )eiEINA += (3)

Podstawiaj¹c zwi¹zki (2) i (3) do (1) uzyskamy
zwi¹zek tolerancji warto�ci z odchy³kami graniczny-
mi

( ) ( )eiEIesEST −= (4)

Zwi¹zki zachodz¹ce pomiêdzy tolerancj¹, warto-
�ciami granicznymi lub odchy³kami od warto�ci no-
minalnej przedstawiono w sposób graficzny na (rys.1).

Nale¿y tu jeszcze wspomnieæ, ¿e oprócz wy¿ej wy-
mienionych odchy³ek istnieje jeszcze tzw. pojêcie od-
chy³ki podstawowej i odchy³ki zaobserwowanej
(zmierzonej).

Odchy³k¹ podstawow¹ bêdziemy nazywaæ od-
chy³kê górn¹ lub doln¹ ES(EI) lub es(ei) w zale¿no�ci
od tego, która z tych dwóch odchy³ek bêdzie przyjêta
do okre�lenia po³o¿enia pola tolerancji wzglêdem war-
to�ci nominalnej. Obowi¹zuje zasada przyjmowania
za odchy³kê podstawow¹ tej odchy³ki, wzglêdem któ-
rej pole tolerancji le¿y w g³¹b materia³u dla wa³ków
i otworów oznaczonych od a ÷ h i A ÷ H, a dla pozo-
sta³ych wa³ków i otworów tej, której warto�æ bez-
wzglêdna jest mniejsza.

2. Value tolerance

Tolerable value allows the real value to be to
a certain degree deviated from nominal value in the
technological process. Such limits are bound within
two values, so-called upper boundary value (upper
boundary dimension size) B and lower A. Tolerance
T can be then defined as a following difference:

T = B - A (1)

Boundary values are related to nominal value N
by the boundary deviations upper deviation ES(es) and
lower deviation EI(ei):

(2)

( )eiEINA += (3)

By substituting the relations (2) and (3) to (1) it is
possible to obtain the dependence between value tol-
erance and boundary deviations

( ) ( )eiEIesEST −= (4)

The relations between tolerance, boundary values
or deviations from nominal value are presented graphi-
cally (fig.1).

It needs to be mentioned that except for the devia-
tions refereed above two other types of deviations can
be distinguished, so-called basic deviation and real
deviation (measured).

Basic deviation is supposed to be either upper or
lower deviation ES(EI) or es(ei) as depending on the
fact, which of them will be assumed to assess the po-
sition of tolerance zone towards the nominal value.
There is a rule that deviation, which toleration zone is
located far inside the material (for rollers and holes
marked as a ÷ h and A ÷ H), and which relative value
is lower (for other rollers and holes) should be ac-
cepted as a basic deviation.

( )esESNB += ( )esESNB +=
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Rys. 1. Graficzne przedstawienie warto�ci tolerowanej

Fig. 1. Graphical presentation of tolerable value
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Odchy³k¹ zaobserwowan¹ ER(er) bêdziemy na-
zywaæ ró¿nicê pomiêdzy warto�ci¹ rzeczywist¹ (zmie-
rzon¹), a warto�ci¹ nominaln¹. Ró¿nicê pomiêdzy
odchy³k¹ rzeczywist¹ ER(er) a podstawow¹ ES(EI)
lub es(ei) bêdziemy nazywaæ b³êdem technologicz-
nym ∆T.

0TEIESERT ≤−=∆ )( dla otworu (5)

wTeseierT ≤−=∆ )( dla wa³ka (6)

Znajomo�æ warto�ci odchy³ek zaobserwowanych
pozwala ustaliæ warto�æ b³êdu technologicznego i po-
twierdziæ prawid³owo�æ przeprowadzenia danej ope-
racji, je¿eli warto�æ b³êdu technologicznego jest mniej-
sza od za³o¿onej tolerancji.

3. Technologiczne b³êdy przypadkowe

Analiza b³êdów technologicznych ∆T mo¿e byæ
oparta na modelu o charakterze zarówno zdetermino-
wanym jak i probabilistycznym. Na modelu zdeter-
minowanym opiera siê tolerowanie klasyczne, w któ-
rym zak³ada siê sta³¹ warto�æ graniczn¹ b³êdu
technologicznego. Probabilistyczny model b³êdów
technologicznych opiera siê na za³o¿eniu nieznajomo-
�ci prawdziwej warto�ci b³êdu ∆T

p
 a tylko jego osza-

cowania ∆T. Wystêpuj¹ca ró¿nica ∆T - ∆T
p
  niezgod-

no�ci tych b³êdów, nieznana co do warto�ci, podlega
prawom probabilistycznym i w zwi¹zku z tym mo¿e
byæ modelowana zmienn¹ losow¹.

Rzeczywisty przedzia³ warto�ci technicznie po-
prawnych ∆T

r
 (tolerancja zaobserwowana) ró¿ni siê

od tolerancji konstrukcyjnej T. Powodem tej ró¿nicy
s¹ m. in. technologiczne b³êdy przypadkowe.

S¹ dwa zasadnicze �ród³a technologicznych b³ê-
dów przypadkowych:

- niestabilno�æ i zu¿ycie uk³adu obrabiarka, uchwyt-
przedmiot, narzêdzie,

- b³êdy ustalenia i zamocowania przedmiotu obra-
bianego oraz b³êdy pomiarów po obróbce.

B³êdy przypadkowe mo¿na zaobserwowaæ jako
brak powtarzalno�ci wyników w warunkach praktycz-
nie niezmiennych. Brak powtarzalno�ci jest powodo-
wany sumowaniem siê wielu drobnych b³êdów o zmie-
niaj¹cych siê znakach i warto�ciach, przy czym:

- b³êdy dodatnie jak i ujemne co do warto�ci s¹ jed-
nakowo prawdopodobne (symetria),

- prawdopodobieñstwo wyst¹pienia b³êdu ma³ego co
do warto�ci jest wiêksze od prawdopodobieñstwa
wyst¹pienia b³êdu du¿ego co do warto�ci (koncen-
tracja).

Real deviation ER(er)  - it is a difference between
real (measured) and nominal value. The difference be-
tween real ER(er) and basic deviation ES(EI) or es(ei)
will be called technological error ∆T.

0TEIESERT ≤−=∆ )( for a hole (5)

wTeseierT ≤−=∆ )( for a roller (6)

The acquaintance with the values of real devia-
tions makes it possible to estimate technological error
and verify whether the process has been carried out
properly if technological error is lower than the toler-
ance assumed.

3. Technological random errors

Analysis of technological errors ∆T  may be based
on two model types: determined and probabilistic. De-
termined model, in which the boundary value of tech-
nological error is assumed to be constant, seems to be
the base of classical tolerance, while probabilistic
model of technological errors is grounded on the as-
sumption that what we are acquainted with is not the
real error ∆T

p
, but only its estimated value ∆T. The

discrepancy ∆T - ∆T
p
, of indefinite value is subject to

probabilistic rules and can be modelled by random
variable.

Real range of technically correct values ∆T
r
 (real

tolerance) differs from structural tolerance T, and such
a distinction is, among other things, caused by tech-
nological random errors.

There are two main sources of technological ran-
dom errors:

- instability and wear of the OUPN system,
- errors of PO settlement and fixation and measure-

ment errors after treatment.

Random errors may be observed as a lack of re-
sults' repeatability under practically unchangeable
conditions. The lack of repeatability is brought about
by summing many small errors of unstable characters
and values, but:

- there is an equal probability (symmetry) of occur-
ring both positive and negative errors,

- there is a higher probability of occurring minor than
major errors (concentration).
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4. Statystyczna ocena tolerancji rzeczywistej

Z uwagi na wystêpowanie w procesie technolo-
gicznym b³êdów przypadkowych, jako tolerancjê za-
obserwowan¹ T

r
 mo¿na przyj¹æ podwojon¹ warto�æ

maksymalnej niepewno�ci technologicznej ∆W
Pmax

 dla
której ryzyko  b³êdu I-rodzaju  bêdzie mniejsze od
α=1-P

u
  a wiêc

maxPr W2T ∆= (7)

Tolerancjê zaobserwowan¹ mo¿na zdefiniowaæ
w sposób statystyczny, jako przedzia³ o szeroko�ci
równej podwojonej maksymalnej warto�ci ró¿nicy

WWi − , wyra¿ony w liczbie u
i
 odchyleñ standardo-

wych S
(i)

  (rys.2).

( ) ( )i12ir SuuWW2T −=−=
max

(8)

Do wyznaczenia warto�ci tej tolerancji nale¿y
oszacowaæ odchylenie standardowe S

(i)
  wg wzoru [3]

( )

( )
1n

WW
S

2n

1i
i

i −

−
=

∑
= (9)

Warto�æ �redni¹ W  nale¿y wyznaczyæ ze wzoru

∑
=

=
n

1i
iW

n

1
W (10)

Prawdopodobieñstwo P
u
 znalezienia warto�ci po-

prawnej w przedziale tolerancji zaobserwowanej bê-
dzie mo¿na wyznaczyæ jako ró¿nicê dystrybuanty

( )2uΦ , ( )1uΦ   dla zmiennej standaryzowanej u

σ
µ−

+= i
2

W
u ; 

σ
µ−

−= i
1

W
u (11)

Za³ó¿my, ¿e tolerancja zaobserwowana T
r
 powin-

na byæ taka, aby prawdopodobieñstwo znalezienia
w niej warto�ci poprawnej wynosi³o P

u
=0,98, a wiêc

ryzyko b³êdu I-rodzaju bêdzie równe (1-P
u
)=0,02=2%..

Dla tej warto�ci prawdopodobieñstwa  niech oszaco-
wanie odchylenia standardowego wynosi S

(1)
. Przyjê-

cie okre�lonej  warto�ci  prawdopodobieñstwa  dla
tolerancji zaobserwowanej oznacza, ¿e ró¿nica dys-

trybuant ( )2uΦ , ( )1uΦ  bêdzie równa temu prawdo-

podobieñstwu, a wiêc

4. Statistical evaluation of real tolerance

Due to the occurrence of random errors in techno-
logical process, real tolerance T

r
 is assumed to amount

to a double value of maximum technological uncer-
tainty ∆W

Pmax
 for which the risk of type 1 error will be

lower than α=1-P
u
, so

maxPr W2T ∆= (7)

Real tolerance can be statistically defined as
a range, width of which is equal to double maximum

difference WWi − , expressed in the number u
i
 of stan-

dard deviations S
(i)

 (fig.2).

( ) ( )i12ir SuuWW2T −=−=
max

(8)

Determination of the tolerance value needs calcu-
lating standard deviation S

(i)
 according to the formula

[3]

( )

( )
1n

WW
S

2n

1i
i

i −

−
=

∑
= (9)

The following formula will be applied to assess

mean value W

∑
=

=
n

1i
iW

n

1
W (10)

The probability P
u
 of finding true value within the

real tolerance range can be evaluated as a difference

of distribution function ( )2uΦ , ( )1uΦ  ,  for standardi-

sed variable u

σ
µ−

+= i
2

W
u ; 

σ
µ−

−= i
1

W
u (11)

If real tolerance T
r
 is assumed to reach such a level

that probability of finding true value is P
u
=0,98, so

the risk of type 1 error will be (1-P
u
)=0,02=2%. For

the probability   estimation of standard deviation value
should be S

(1)
. Taking the specified value of probabil-

ity for real tolerance means that the difference of

distribution function ( )2uΦ , ( )1uΦ  will be equal to

the probability, so

(12)( ) ( ) ( ) ( ) 980uudx
2

uW

2

1
uWuP 12

u

u
2

2

21u

2

1

,exp =Φ−Φ=








 −−=≤≤ ∫ δπδ
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Warto�ci dystrybuant ( )2uΦ , ( )1uΦ  dla krañco-

wych warto�ci przedzia³u tolerancji zaobserwowanej
i dla zadanego prawdopodobieñstwa P

u
 mo¿na wy-

znaczyæ z nastêpuj¹cych wzorów  [3]

gdzie: P
m
 - prawdopodobieñstwo dla σ3±

Znaj¹c warto�ci dystrybuant na krañcach przedzia-
³u tolerancji mo¿na odczytaæ z tablic dystrybuanty roz-
k³adu normalnego warto�ci krañcowe tego przedzia-
³u wyra¿one w mierze odchyleñ standardowych jako
równe

32u1 ,−≅ ;  32u2 ,+≅

Tolerancja zaobserwowana bêdzie teraz wynosiæ

( ) ( ) ( )1112r S64SuuT ,=−= (15)

Po³o¿enie statystycznie wyznaczonej tolerancji
zaobserwowanej wzglêdem tolerancji konstrukcyjnej
przedstawiono na (rys.2).

Powy¿sza analiza zosta³a przeprowadzona przy
za³o¿eniu, ¿e proces technologiczny jest tak ustabili-
zowany, ¿e wystêpuje koncentracja, symetria oraz
zgodno�æ warto�ci �redniej z konstrukcyjn¹ �redni¹
arytmetyczn¹. W rzeczywisto�ci pe³na symetria i zgod-
no�æ warto�ci �redniej ze �redni¹ arytmetyczn¹ prak-
tycznie nie wystêpuje z uwagi na niestabilno�æ proce-

Values of distribution function ( )2uΦ , ( )1uΦ  for

the boundary values of real tolerance range and for
a given probability P

u
 may be determined according

to the following formulas [3]

(13)

(14)

where: P
m
 - probability for σ3±

If we are acquainted with the values of distribu-
tion function at the edges of tolerance range it is pos-
sible to read limit values of the range from the tables
of distribution function of normal value distribution.
Such values are expressed in the measure of standard
deviation as equal to

32u1 ,−≅ ;  32u2 ,+≅

Real tolerance will now come up to

( ) ( ) ( )1112r S64SuuT ,=−= (15)

Statistical position of real tolerance towards struc-
tural tolerance is presented on fig.2.

The above analysis was carried out at the assump-
tion that technological process is so stabilised that there
are: concentration, symmetry and consistency between
mean value and structural arithmetic mean. However,
in reality full symmetry and consistency between mean
and arithmetic values does not practically exist with
regard to process instability. It is additionally favoured

( ) ( ) 990008650998650PP50Pu um2 ,,,. =−=−−=Φ

( ) ( ) 010008650001350PP50Pu um1 ,,,, =+=−+=Φ

T
uP  

( )iSu2+A

B  

( )iSu1−  

W=µ  

rT  

N

P∆±

W  

WT
P∆±  

Rys. 2. Po³o¿enie pola tolerancji zaobserwowanej T
r
 i tolerancji wykonawczej (technologicznej) T

w
 wzglêdem tole-

rancji wymiaru T (oznaczenia na rysunku s¹ zgodne z oznaczeniami w tek�cie)

Fig. 2. Position of real tolerance zone and working tolerance (technological) in relation to dimensional tolerance
(marks on the figure are the same as those used in the text)
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sów. Dodatkowo sprzyja temu, wystêpowanie niepew-
no�ci pomiarowej narzêdzi stosowanych do kontroli
procesów. Problem ten znany w technologii od daw-
na rozwi¹zywano poprzez przyjêcie tzw. tolerancji wy-
konawczej T

w
 okre�lonej zale¿no�ci¹ [2].

( )22
w P2TT ∆−= (16)

Tolerancja wykonawcza T
w
 jest tu zwi¹zana z do-

k³adno�ci¹ pomiarow¹ ∆P. Po³o¿enie tolerancji wy-
konawczej wzglêdem konstrukcyjnej przedstawiono
na (rys.2).

5. Wp³yw stabilno�ci procesu technolo-
gicznego na tolerancjê rzeczywist¹

Wystêpowanie i fizyczne oddzia³ywanie wielu
czynników na proces technologiczny, prowadzi do nie-
stabilno�ci charakteryzuj¹cej siê przypadkowymi
zmianami warto�ci parametrów procesu. Tolerowa-
nie klasyczne z uwzglêdnieniem tolerancji wykonaw-
czej w takich przypadkach jest ma³o przydatne, po-
niewa¿ dostarcza zbyt ma³o informacji umo¿li-
wiaj¹cych skutecznie oddzia³ywanie na niestabilno�æ
procesu i w rezultacie na jako�æ wytwarzanych wy-
robów. Z tych wzglêdów lepszym sposobem jest sto-
sowanie statystycznej kontroli jako�ci wraz ze staty-
stycznym badaniem tolerancji zaobserwowanej.

Statystyczne badanie tolerancji zaobserwowanej
powinno m.in. obejmowaæ:
- badania zmienno�ci odchylenia standardowego,
- badania zgodno�ci warto�ci �redniej statystycznej

ze �redni¹ arytmetyczn¹ warto�ci granicznych to-
lerancji konstrukcyjnej,

- badania zgodno�ci warto�ci �redniej i asymetrii
odchylenia standardowego.

5.1. Badania wp³ywu zmienno�ci odchylenia
standardowego na tolerancjê rzeczywist¹

Warto�æ tolerancji rzeczywistej (7), (8) zale¿y m.in.
od warto�ci odchylenia standardowego. Odchylenie
to mo¿e zmieniaæ swoj¹ warto�æ przy zachowaniu
symetrii i zgodno�ci warto�ci �redniej statystycznej
ze �redni¹ arytmetyczn¹. Zgodnie z (15) przedzia³ to-
lerancji zaobserwowanej okre�la iloczyn warto�ci
zmiennej standaryzowanej i odchylenia standardowe-
go, gwarantuj¹cy okre�lone prawdopodobieñstwo wy-
st¹pienia w tym przedziale warto�æ poprawnej.

Przyjmijmy, ¿e zmienno�æ odchylenia standardo-
wego jest równa S

2
 = 1,5xS

(1)
. Dla tego odchylenia

standardowego, przy prawdopodobieñstwie P
u
=0,98

tolerancja zaobserwowana wyniesie zgodnie z (15)

by the uncertainty of measuring instruments applied
to control processes. Such a problem known in tech-
nology for many years has been finally solved by
adopting so-called working tolerance expressed by the
relation [2].

( )22
w P2TT ∆−= (16)

Working tolerance T
w
 is here related to measuring

accuracy ∆P. Position of working tolerance towards
structural tolerance is presented on fig.2.

5. The impact of process stability on real
tolerance

The occurrence and physical interaction of many
factors on technological process leads to instability
characterised by random changes of process param-
eter values. Taking into account both classical and
working tolerance does not seem to be of much use in
such cases, as it provides too few details allowing to
successfully react on process instability and as a re-
sult on the quality of produced goods. Therefore joint
application of statistical quality monitoring and sta-
tistical studies on real tolerance tend to be a much
better solution.

The statistical studies on real tolerance should in-
clude:
- examination of standard deviation variability,
- examination of consistency of the statistical mean

value with arithmetic mean of limit structural tole-
rance values,

- examination of consistency of mean value and
asymmetry from standard deviation.

5.1. The studies on the impact of standard
deviation variability on real tolerance

Real tolerance value (7), (8) depends, among
other things, on the standard deviation value that
may change at maintaining symmetry and consis-
tency of mean statistical value with arithmetic
value. In accordance with (15) the real tolerance
range is determined by the product of standardised
variable and standard deviation, guarantying the
specified probability that true value is likely to
occur within the range.

Let's assume that standard deviation variability is
equal to S

2
 = 1,5xS

(1)
 and probability P

u
=0,98, so real

tolerance will reach (15)

(16a)( ) ( ) ( ) ( ) ( )1111212121r S96SuuSuuT ,=−=−=
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oraz

453u11 ,−= ; 453u21 ,+=

W tym przypadku prawdopodobieñstwo dla przy-
jêtej wcze�niej warto�ci tolerancji zaobserwowanej
T

r
=4,6S

(1)
 wyniesie

Zmienno�æ odchylenia standardowego w sposób
graficzny przedstawiono na (rys.3).

Zmienno�æ odchylenia standardowego mo¿na to-
lerowaæ [1] przy pomocy wspó³czynnika C

p
 wyra¿a-

j¹cego miarê zakresu zmienno�ci warto�ci rzeczywi-
stej wymiaru w stosunku do jego tolerancji kon-
strukcyjnej

( )
1

Sk

AB
C

ii
p ≥

×
−= (17)

Dla przyjêtego w naszym przypadku prawdopo-
dobieñstwa P

u1
 warto�æ tego wspó³czynnika wynie-

sie

( )

( )
31

S64

S6
C

2

2
P ,

,
==

przy czym nale¿y pamiêtaæ, ¿e zmienno�æ odchyle-
nia standardowego w granicach ±1,5xS

(1)
  zmniejszy-

³a prawdopodobieñstwo znalezienia warto�ci popraw-
nej w przedziale tolerancji zaobserwowanej do
warto�ci P

u1
=0,9592 .

and

453u11 ,−= ; 453u21 ,+=

In such a case probability for a real tolerance
value T

r
=4,6S

(1)
 assumed earlier will be

 (16b)

Standard deviation variability is illustrated on the
graph (fig.3).

Standard deviation variability may be tolerated [1]
by means of the coefficient C

p
 expressing measure of

real dimension variability range towards its structural
tolerance

( )
1

Sk

AB
C

ii
p ≥

×
−= (17)

For the probability P
u1

  assumed in our case, the
coefficient will be

( )

( )
31

S64

S6
C

2

2
P ,

,
==

but it must be remembered that standard deviation
variability within the limits ±1,5xS

(1)
  led to decreas-

ing probability of finding true value within the real
tolerance range to P

u1
=0,9592.

( ) ( )( )[ ] ( )[ ] 9592098930999704902uuP502P 1m1u .,,,, =−−=Φ−Φ−=

 
um PP ,  

A

B

( )ABW +×= 5,01  

( ) ( )2121 SuuTr −=  

ABT −=  

W

( ) ( ) 98,0112 =−= mr PdlaSuuT  

Rys. 3. Wp³yw zmienno�ci odchylenia standardowego na warto�æ tolerancji rzeczywistej w stosunku do tolerancji
konstrukcyjnej wymiaru

Fig. 3. The impact of standard deviation variability on real tolerance value in relation to structural tolerance
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5.2. Badanie wp³ywu niezgodno�ci �redniej
statystycznej ze �redni¹ arytmetyczn¹ na
tolerancjê rzeczywist¹

W celu zbadania, jaki jest wp³yw niezgodno�ci sta-
tystycznej warto�ci �redniej ze �redni¹ arytmetyczn¹
warto�ci granicznych na tolerancjê rzeczywist¹, przyj-
mijmy za³o¿enie, ¿e niezgodno�æ ta jest równa 0,3T
a odchylenie standardowe S

(1)
  zapewnia tolerancjê

rzeczywist¹ T
r
 o warto�ci okre�lonej zale¿no�ci¹ (15),

przy prawdopodobieñstwie równym P
u
 = 0,98.

 Z uwagi na wystêpuj¹c¹ asymetriê warto�ci �red-
niej, górna granica tolerancji T

r
 wykracza poza grani-

cê górnego wymiaru granicznego B (rys.4).

Aby zachowaæ zgodno�æ tolerancji zaobserwowa-
nej z konstrukcyjn¹, nale¿y jednostronnie zmniejszyæ
tolerancjê T

r1
 do warto�ci T

r
 równej

( ) ( ) ( )( )BA50WSuuT 211222r +−−×−= , (18)

Prawdopodobieñstwo znalezienia poprawnej war-
to�ci w przedziale tolerancji T

r
, mo¿na wyznaczyæ z za-

le¿no�ci (12) przyjmuj¹c:

2333032T30uu 112 ,,,, −=×−−=−≅

4133032T30uu 222 ,,,, +≅×−+=−=

 Prawdopodobieñstwo P
u2

 znalezienia warto�ci po-
prawnej w tym przedziale bêdzie równe zgodnie z (12):

5.2. The studies on the impact of inconsistency
between statistical mean and arithmetic
mean on real tolerance

In order to study the effect of inconsistency be-
tween statistical mean and arithmetic mean of limit
values on real tolerance, let's assume that such an in-
consistency is equal to 0,3T and standard deviation
S

(1)
 guarantee real tolerance T

r
  to reach the value de-

termined by the relation (15), at probability P
u
 = 0,98.

 With regard to the asymmetry of mean value, up-
per limit of tolerance T

r
 exceeds upper dimension limit

B (fig.4).

In order to keep real tolerance in consistency with
structural tolerance, tolerance T

r1
 needs to be one-

sidedly decreased to the value T
r
 equal to

( ) ( ) ( )( )BA50WSuuT 211222r +−−×−= , (18)

Probability of finding true value within the toler-
ance range T

r
, may be determined from the relation

(12) if it is assumed that:

2333032T30uu 112 ,,,, −=×−−=−≅

4133032T30uu 222 ,,,, +≅×−+=−=

Probability P
u2

 of finding true value within this
range will be consistent with (12) and equal to:

(18a)

( ) ( ) ( )( )BAWSuuTr +−−−= 5,0211222  

( )BA +5,0  

2W  

ABT −=

( ) ( )112221 SuuTr −=  

A

B

W  

Rys .4. Asymetria tolerancji rzeczywistej wzglêdem �redniej arytmetycznej tolerancji

Fig. 4. Asymmetry of real tolerance in relation to arithmetic tolerance mean

( ) ( ) ( ) 9185,00007,09192,0122222122 =−=Φ−Φ=≤≤ uuuWuPu



50 EKSPLOATACJA I NIEZAWODNO�Æ NR 2-3/2001

NAUKA I TECHNIKA

Asymetriê warto�ci �redniej mo¿na tolerowaæ [1]
przy pomocy wspó³czynnika C

c
 okre�laj¹cego dopusz-

czaln¹ miarê asymetrii rozk³adu wzglêdem �redniej
arytmetycznej pola tolerancji:

( )
( ) 1

AB50

AB50W
Cc ≤

−

+−
=

,

,
(19)

Z przytoczonego zapisu miary asymetrii wynika,
¿e warto�æ wspó³czynnika C

c
 powinna byæ mniejsza

od jedno�ci dla poprawnie przebiegaj¹cego procesu.
W analizowanym przypadku dla przyjêtych za³o¿eñ
jego warto�æ wynosi:

60
T50

T30
Cc ,

,

, ==

Z powy¿szej analizy wynika, ¿e wraz ze wzrostem
warto�ci wspó³czynnika C

c
  maleje prawdopodobieñ-

stwo wyst¹pienia warto�ci poprawnej w przedziale
równym tolerancji zaobserwowanej, a im wiêksza jest
warto�æ tego wspó³czynnika to prawdopodobieñstwo
jest mniejsze.

5.3. Badania wp³ywu niezgodno�ci warto�ci
�redniej i asymetrii odchylenia standar-
dowego na tolerancje rzeczywist¹

W analizowanych powy¿ej przypadkach zmien-
no�ci procesu, odchylenie standardowe charakteryzo-
wa³o siê symetri¹ wzglêdem statystycznej warto�ci
�redniej (rys. 3) i (rys. 4). Bardziej ogólnym przypad-
kiem zmienno�ci procesu jest wystêpowanie asyme-
trii warto�ci �redniej i odchylenia standardowego
(rys. 5 linia ci¹g³a).

Asymmetry of mean value can be tolerated [1] by
means of the coefficient C

c
 determining limit mea-

sure of distribution asymmetry in relation to arithmetic
tolerance zone:

( )
( ) 1

AB50

AB50W
Cc ≤

−

+−
=

,

,
(19)

The record mentioned above proves that the
value of the coefficient C

c
 should be lower than 1 for

the process run properly. In the analysed case with the
assumptions accepted earlier its value is:

60
T50

T30
Cc ,

,

, ==

It seems to be evident that the increase of the value
of the coefficient C

c
 is followed by decreasing prob-

ability of occurring true value within the range equal
to real tolerance.

5.3. The studies on the inconsistency between
mean value and asymmetry of standard
deviation on real tolerance

In the process variability cases analysed earlier,
standard deviation was characterised by the symme-
try towards statistical mean value (fig. 3) and (fig. 4).
More general case of the process variability is occur-
rence of asymmetry of mean value and standard de-
viation (fig. 5 full line).

A

3W  

( ) ( )113231 SuuTr −=

( )BA +5,0  
A  

W

T

( ) ( ) ( )[ ]BAWSuuTr +−−−′= 5,0311323  

3W ′  

B

Rys. 5. Asymetria tolerancji rzeczywistej wzglêdem �redniej arytmetycznej tolerancji

Fig. 5. Asymmetry of real tolerance towards arithmetic mean of tolerance



51EKSPLOATACJA I NIEZAWODNO�Æ NR 2-3/2001

NAUKA I TECHNIKA

W celu zbadania jaki jest wp³yw niezgodno�ci war-
to�ci �redniej i asymetrii odchylenia standardowego na
tolerancjê zaobserwowan¹ rozpatrzmy dwa przypadki:

(1) Przyjmijmy dla spójno�ci prowadzonej analizy, ¿e
w przedziale tolerancji zaobserwowanej T

r1
 prawdo-

podobieñstwo P
u
=0,98 a warto�æ �redni¹ 3W  wyzna-

czono ze wzoru (10). W tym przypadku odchylenie
standardowe sprowadzimy do symetrycznego (rys. 5
linia przerywana), ale o warto�ci wiêkszej ni¿ w po-
przednich przyk³adach. Asymetria warto�ci �redniej
bêdzie inna ni¿ 0,3T poniewa¿ warto�æ �rednia staty-
styczna przesunie siê dodatkowo z uwagi na asyme-
triê odchylenia standardowego. Dla tych warunków
mo¿emy oszacowaæ u

23
 i u

13
  i wyznaczyæ prawdopo-

dobieñstwo P´
u3

 znalezienia warto�ci poprawnej
w przedziale tolerancji T

r
.W tym celu przyjmijmy, ¿e:

( ) ( )12 S51S ,= ; oraz 13232 uuk −′= ; 121 uuk −=

a nastêpnie wyznaczmy u
13

  i u´
23

, sprowadzaj¹c para-
metry k

2
 i S

(2)
 do warto�ci k

1
 i S

(1)
  stosowanych w po-

przednich analizach.

(2)  Przyjmijmy teraz, ¿e �rednia 3W  nie zosta³a wy-

znaczona ze wzoru (10) ale przyjêto za �redni¹ war-

to�æ 3W ′   wokó³ której wystêpuje maksymalna kon-

centracja wyników pomiarów. W tym przypadku
przedzia³ tolerancji zaobserwowanej T

r1
 stanie siê prze-

dzia³em asymetrycznym tzn. 1323 uu ≠ . Dla tych

warunków mo¿emy oszacowaæ u
23

 i u
13

 i wyznaczyæ

prawdopodobieñstwo warto�ci 3uP ′′ .

239032T30uu 113 ,,,, −=−−=−=

natomiast u
23

 wyznaczymy przypisuj¹c tylko jednej
stronie wzrost odchylenia standardowego do warto-
�ci równej 1,5xS

(i)

4533251u51u 123 ,,,, =×=×=

In order to study the effect of discrepancy between
mean value and asymmetry of standard deviation on
real tolerance, two cases must be considered:

(1) To make the analysis coherent it needs to be as-
sumed that within the tolerance range T

r1
, probability

P
u
=0,98, and mean value 3W  has been determined

according to the formula (10). In that case standard
deviation must be taken as symmetrical (fig. 5 bro-
ken line), but its value will be higher than in previous
examples. Asymmetry of mean value will be differ-
ent from 0,3T because mean statistical value will ad-
ditionally move with regard to asymmetry of standard
deviation. For such conditions u

23
 i u

13
  may be as-

sessed and probability P´
u3

 of finding true value within
the tolerance range T

r
 - determined. To achieve that

we must assume that:

( ) ( )12 S51S ,= ; oraz 13232 uuk −′= ; 121 uuk −=

and then we are able to determine u
13

  i u´
23

 , bringing
parameters k

2
 and S

(2)
 to the values  k

1
 and S

(1)
 applied

in previous analyses.

(2)  The other case is based on the assumption that

instead of determining mean value 3W  according to

the formula (10), another value 3W ′ , around which

there is a maximum concentration of measurement
results has been accepted as a mean. In this case the
real tolerorazance range T

r1
 will become asymmetri-

cal, i.e. 1323 uu ≠ . For such conditions we may as-

sume u
23

 i u
13

 and determine probability 3uP ′′ .

239032T30uu 113 ,,,, −=−−=−=

whereas u
23

 will be determined by one-side attribu-
tion of standard deviation increase to the value equal
to 1,5xS

(i)

4533251u51u 123 ,,,, =×=×=

( ) ( ) ( ) 453u51
50

u
750Sk750S51k50Sk50u 1

1
11112213 ,,

,
,,,,, −====×==

453u23 ,+=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 151u50
50

u
250Sk250S51k50SkSk50Sku 2

2
111111221123 ,,

,
,,,,, ====×−=−=′

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 874600003087490453151u51u50uWuP 132323133u ,,,,,,, =−=−Φ−Φ=Φ−′Φ=′≤≤′

87460P 3u ,=′
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przy czym w przedziale tolerancji zaobserwowanej
ustabilizowanego procesu bêdzie mie�ciæ siê tylko

czê�æ   23u ′′  przedzia³u u
23

 równa:

Taki przebieg zmienno�ci procesu mo¿na tolero-
waæ [1] przy pomocy wspó³czynnika C

pk
 okre�laj¹ce-

go dopuszczaln¹ asymetryczn¹ miarê zmienno�ci roz-
k³adu elementu:

( ) ( ) 











×
−

×
−=

iiii
pk Sk50

AW

Sk50

WB
C

,
lub

,
min (20)

W analizowanych przypadkach warto�æ wspó³-
czynnika C

pk
  wynosi:

( )

( )

( )

( )
51

S32

S453
5000

S32

S151
C

i

i

i

i
pk ,

,

,
lub,

,

,
===′

( )

( )

( )

( )
51

S32

S453
6090

S32

S41
C

i

i

i

i
pk ,

,

,
lub,

,

,
===′′

Z obliczonych warto�ci wspó³czynnika C
pk

 wyni-
ka, ¿e im mniejsza jest jego warto�æ tym prawdopo-
dobieñstwo znalezienia warto�ci poprawnej w prze-
dziale tolerancji jest mniejsze.

5. Wnioski

Statystyczna analiza tolerancji dowodzi, ¿e tole-
rancja zaobserwowana jest istotnym parametrem oce-
ny stabilno�ci procesu technologicznego. Wyniki prze-
prowadzonej analizy prezentuj¹ wykresy s³upkowe na
(rys. 6). Porównanie prezentowanych warto�ci wska-
zuje, ¿e przy wyznaczaniu warto�ci tolerancji zaob-
serwowanej, nale¿y uwzglêdniaæ prawdopodobieñ-
stwo wyst¹pienia w jej przedziale warto�ci poprawnej.

but at the same time there will be only part 23u ′′  of the

range u
23

 that will fit within the range of real toler-
ance of stabilised process and will be equal to:

Such a course of the process variability may be
tolerated [1] by means of the coefficient C

pk
 determin-

ing limit asymmetrical measure of element distribu-
tion variability:

( ) ( ) 











×
−

×
−=

iiii
pk Sk50

AW

Sk50

WB
C

,
lub

,
min (20)

The value of the coefficient C
pk

 in analysed cases
is:
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i
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i
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,
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,
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( )

( )

( )

( )
51
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S32
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i

i

i
pk ,

,

,
lub,

,

,
===′′

The calculated values of the coefficient C
pk

 prove
that its lower value is strongly connected with lower
probability of finding true value within the tolerance
range.

5. Conclusions

Statistical analysis of tolerance demonstrates that
real tolerance is a significant parameter to assess sta-
bility of technological process. The results of analy-
sis are shown as bar charts on fig. 6. The comparison
between presented values indicates that determination
of real tolerance value should include probability of
occurring true value within its range.

412364u23 ,,, =−=′′

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 9189000030919202341uuuWuP 132324133u ,,,,, =−=Φ−Φ=Φ−′′Φ=′′≤≤′′

91890P 3u ,=′′
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Nale¿y podkre�liæ, ¿e dla tolerancji zaobserwowa-
nej T

r
=4,6S

(1)
 zgodnej z tolerancj¹ konstrukcyjn¹, war-

to�æ prawdopodobieñstwa P
u
 mo¿e obni¿yæ siê od war-

to�ci 0,98 dla procesu ustabilizowanego a¿ do warto�ci
0,87 dla procesu  o niestabilno�ci odchylenia standar-
dowego S

(2)
=1,5S

(1)
, i niezgodno�ci warto�ci �rednich

równej 0,3T.

It must be stressed that for real tolerance  T
r
=4,6S

(1)

consistent with structural tolerance, probability value
may decrease from 0,98 for a stabilised process up to
0,87 for the process of standard deviation instability
S

(2)
=1,5S

(1)
, and discrepancy between mean values

equal to 0,3T.
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Rys. 6. Zestawienie wyników analizy wp³ywu stabilno�ci procesu na warto�æ tolerancji zaobserwowanej wymiaru
1- proces ustabilizowany, 2- proces o odchyleniu standardowym , 3- proces o odchyleniu standardowym
i odchyleniu �redniej równym , 4- proces o odchyleniu standardowym i odchyleniu �redniej dla którego
przyjêto za �redni¹, �redni¹ statystyczn¹, 5- proces o odchyleniu standardowym i odchyleniu �redniej  dla
którego przyjêto za �redni¹, warto�æ najbardziej prawdopodobn¹

Fig. 6. The results of analysis on the impact of process stability on real dimensional tolerance
1- stabilised process, 2- process of standard deviation , 3- process of standard deviation and mean deviation
equal to, 4- process of standard deviation and mean deviation,  for which statistical value has been assumed
as a mean, 5- process of standard deviation and mean deviation,  for which the most probable value has been
assumed as a mean
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